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  摘要 随着频率电磁测深（包括可控源声频大地电磁测深 CSAMT ）的深入发展，必然要进行
三维情况下的研究。 线源频率电磁测深二维正演模拟研究为最终实现三维正演打下了基础。
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2.3 人工边界条件
地球物理场问题是一个分布在无限空间的开放

域问题，当用有限元这种场域无法解开放域问题时，
需将无限空间截断为有限空间，在截断处设定人工
边界，形成外边界。在求频率测深二维正演问题的数
值解时，可将外边界取为矩形，如图4所示，在人工
边界上确定边界条件，进而求解。

a. 下边界 EF：在相当深的地下，认为电磁场
已衰减为零。 因此将下边界取为第一类边界条件

E x｜EF＝0。 （31）
b. 地中侧边界 CE、DF：对于地中侧边界，在

离源足够远的地方，也就是远区，可认为是近于均匀
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图4 坐标系和矩形区域

的“平面波”［1］，这时地中侧边界取为第二类边界条
件

∂E x∂n ｜CE、DF ＝0。 （32）
c. 空中边界 CA BD：在空中离地下二维地质

异常体足够远处，可将大地的影响做为水平分层大
地（一维情况）来考虑，此时在空中边界上可采用一
维吸收边界条件。 设在边界上

BE x｜CA BD＝0， （33）
式中 B 是边界算子；设在空中边界上的场为强度1
的向外传播的波与经大地反射的波的迭加：

E x ＝eik0r＋Reik0r。 （34）
R 是反射系数。 将上式求导后有

∂E x∂n ＝ik0eik0r ∂r∂n＋ik0Reik0r ∂r∂n。 （35）
用—ik0 ∂r∂n乘（34）式后与（35）式相加得：

∂E x∂n —ik0 ∂r∂nE x ＝0。

∂r∂n＝cosθ，θ是矢径 r和边界外法线方向 n●之间的

夹角。 将上式与（33）式比较后，可知边界算子

B＝ ∂∂n—ik0cosθ。

故在空中边界上取第三类边界条件

∂E x∂n —ik0cosθE x｜CA BD＝0。 （36）
边界条件（36）式满足一维情况下的 Sommerfeld 辐
射条件 lim

r→∞
（ ∂E x∂r —ik0E x ） ＝0，这就是吸收边界条件

的物理意义。 这个边界条件与文献［10］中采用的空

中边界条件
∂E x∂n —ik0 K1（ —ik0r ）

K0（ —ik0r ） cosθE x ＝0，当式中

修正贝塞尔函数中的宗量比较大时是一致的。
2.4 有限元方程

综上所述，与二维地电模型线源频率电磁测深
正演问题对应的泛函极值问题为：

I ［E x ］ ＝ 1
μ∫●［（ ∂E x∂y ）2 ＋ （ ∂E x∂z ）2 — k2E x

2］dydz

—∫●2iωI δ（ y ） δ（ z ） dydz — 1
μ∫CA BD

ik0cosθE x
2dl，

E x｜EF ＝0。
（37）

在上式中，关于δ函数的积分为：

∫●2iωI δ（ y ） δ（ z ） dydz ＝ iωI 。 （38）
用有限无法求解泛函极值问题时，要将研究的

场域剖分成互不重迭的有限个数的单元，在每一基
本单元内，由结点处的场值（即要求的未知量） 表示
出的插值函数来逼近各单元内场的分布，由此将求
泛函极值问题变成了求多元函数极值的问题。 这样
可把（37）式中泛函的面积分表示成每个单元上面积
分的总和（如 M 个单元） ，将线积分表示成边界单元
上边界线积分的总和（如 N 条边界） ，即：

I ［E x ］ ＝ 1
μ∑

M

m＝1∫se
［（ ∂E x∂y ）2 ＋ （ ∂E x∂z ）2 — k2E x

2］dydz

— 1
μ∑

N

n＝1∫le
ik0cosθE x

2dl — iωI 。 （39）
考虑到三角形单元的灵活性和有源情况下对称性的

要求，可采用交叉对称网格（图5） 。其中的基本单元
可取为三角形6节点单元，即将三角形顶点及各边
中点做为节点，排列顺序是 i、j 、k、I 、J 、K 。

在三角形6节点单元上取 E x 的二次函数

 E x ＝a1＋a2z ＋a3y＋a4z2＋a5zy＋a6y2， （40）
经过计算可求出式（39）中的面积分为：

∑M

m＝1∫se
［（ ∂E x∂y ）2 ＋ （ ∂E x∂z ）2 — k2E x

2］dydz

＝ ∑M

m＝1
［Ee

xm］T （ ［FG］ ＋ k2m牱m180［FC］） Ee
xm。 （41）

图5 交叉对称网格与三角形6节点单元
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图6 边界段示意图

  为了求式（39） 中的线积分，设在一段边界 l 上
电场 E x 是边长的二次函数（图6） ：

E x ＝b0＋b1S＋b2S2，
经计算后

 ∑N

n＝1∫le
ik0cosθE x

2dl

＝ ∑N

n＝1
（ ik0cosθl

30 ［Ee
xn］TWEe

xn 。 （42）
为了求得所讨论泛函极值问题的解，还应求出

式（41）与式（42）之和相对节点上未知场值E e
xmE e

xn的

偏导数 ，并令其等于零，得到下列有限元方程：

∑M

m＝1
（ 1μm

FG— k2m牱m180［FC］） Ee
xm

＋ ∑N

n＝1
（ ik0cosθl

30 WEe
xn ＝ iωI

（源所在节点上） ， （43）
式中 FG、FC、W、Δm 的具体形式见参考文献［8］。 为
执行式中的求和，要将各单元矩阵扩充为总体矩阵
之后，再把相同位置上的元素迭加。

在求解最终形成的线性方程组过程中，考虑到
下一步三维问题巨大的计算量，我们采用了
crount ［9］分解算法。 这样可将系数矩阵分块求解，只
要计算机容量满足公共三角块的要求，方程组的求
解就可顺利进行。

3 计算结果

3.1 Ex 单分量视电阻率

与以往线源正演计算中使用阻抗视电阻率［10］

不同，我们使用了由单分量电场定义的视电阻率。
已知均匀半空间电场 Ex 分量的表达式为［11］：

E x ＝ —μωI
π（ k20—k21） r ［k1K0（ —ik1r ） —k0K1（ —ik0r ） ］，

（44）
式中 r ——场点至源点的距离。

由于 k0≪k1，K1（ —ik1r ） ≪K1（ —ik0r ） ，故有

E x≈—μωI
πk21r k0K1（ —ik0r ） ＝—I k0K1（ —ik0r ）

iπσ ，

则视电阻率

表1 精度比较

极距／m 有限元算
法／Ωm 精确解

／Ωm 相对误
差／％

100 5.71023 5.68087 0.51
200 16.1835 16.2707 0.53
300 28.2327 28.5440 1.10
400 41.5655 41.1120 1.10
600 65.0789 64.4211 1.01
800 83.5934 83.3089 0.34
900 89.8899 90.8455 1.05
1000 97.7941 97.1244 0.68
1200 105.396 106.183 0.77
1400 110.078 111.229 1.04
1600 112.766 113.163 1.24
1800 111.565 112.891 1.18
2000 109.929 111.239 1.18
4600 97.9853 99.7821 1.81
4800 101.931 99.8854 2.02

总平均相对误差 1.04％

ρ＝ πr｜—iE x｜
k0K1（ —ik0r ） 。 （45）

3.2 计算精度
表1是假设大地为电阻率ρ＝100Ω·m 的均

匀媒质，在频率 f ＝64Hz 时，有限元算法与精确式
（44）计算结果的比较。 由于实际勘查中习惯使用视
电阻率，这两种计算结果已由（45） 式转换成了视电
阻率。其中有限元法单元的边长约为1／8波长，下边
界约是3倍的趋肤深度，上边界是下边界的1.5倍。
表1中所列15个测点的总平均相对误差为
1.04％。从总体上讲，有限元算法的计算精度低于边
界元［12］。 但用边界元法处理多种媒质是困难的，而
有限元法则非常适合于解决多种介质的计算问题。

在均匀半空间情况下，有限元算法与精确解比
较，除了检验有限元程序的正确性之外，还有助于确
定人工截取的边界的范围及剖分单元的大小，估计
最终算出的二维地电模型结果的精度范围。

表1中所列视电阻率值将随着场区趋向远区而
趋于真电阻率值，下面所举的例子就是在远区场计
算的。
3.3 几个算例

图7～图10给出了几个简单二维地电模型的
算例，它们分别是倾斜地形、弧形下凹地形、地表不
均匀体、低阻直立板状体。 由图中可见，当地电模型
为二维时，线源频率测深E x 分量视电阻率表现出了

相应的响应特征。在实际的勘查工作中，二维的情况
是少见的。对于二维正演问题计算方法的选择，边界
条件的确定，和简单模型的试算，是为点源复杂三维
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模型正演做的准备，以便较为彻底地解决长期以来
困扰着频率测深资料处理与解释上的问题。

4 结束语

有限元素法是适合于求解多种媒质中场问题的

数值计算方法，特别是当不同媒质分界面上相应的
场分量连续时，有限元算法可不考虑内边界，这是有

图7 倾斜地形

图8 弧形下凹地形

图9 地表不均匀地质体

图10 低阻直立板状体

限元方法的显著优点。 对于地球物理问题这个条件
在绝大多数情况下是满足的。

与大地电磁等无源情况相比，有源情况下外边
界的确定比较困难。 吸收边界条件的引入可使空中
边界具有明确的物理意义。
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LINE SOURCE FREQUENCY ELECTROMAGNETIC SOUNDING
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Abstract Follow ing the development of frequency electromagnetic sounding （ including controlled source audio frequencymagnetotelluric sounding ） if is essential to study three-dimensional case．Line source2-D modeling is a base of point source3-D modeling．
Keywords line source，frequency electromagnetic sounding，tw o-dimensional geoelectric model，finite element
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