
　　文章编号：1001-1986（2005）05-0033-04

地下水流线的数值算法研究
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摘要：地下水流线的生成是数值模拟结果显示中的一个重点。根据地下水流线可方便分析地下水
的运动态�而常见的工具不能满足要求。论文探讨并提出了流线的“质点追踪”生成算法�这为流线
数据可视化显示及其地下水年龄计算提供了一定的依据。最后�进行了实例研究�结果显示了设计
算法的正确性。
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Researches on numerical algorithm of groundwater flowline
HU L-i tang1�CHEN Chong-xi2�WANG Zhong-jing1�WANG Xu-sheng3

（1．Department of Hydraulic and Hydropower Engineering�Tsinghua University�Beijing100084�China；
2．Institute of Environmental Geology�China University of Geosciences�Wuhan430074�China；3．Institute
of water resources and environment engineering�China University of Geosciences�Beijing100083�China）
Abstract：Groundwater flowline generation is one difficulty in results visualization of groundwater simulation�by which we could
analyze groundwater movement easily．However�common tools don’t satisfy the need．This article discussed and designed the par-
ticle-tracing numerical algorithm of groundwater flowline�which would supply argument for visualization of flowline data and
groundwater age calculation�and finally made a case study．The results showed the accuracy of algorithm．
Key words：groundwater flowline；numerical algorithm；groundwater age

1　引言［1］

地下水流线反映了地下水流场在空间范围内的

变化�因而成为数值模拟后处理中的一个重点研究
内容。目前�国际上通用的软件（如 Visual ModFlow�
Processing ModFlow�FeFlow 等）显示的流线是众多离
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散的矢量�不是一条从源至汇的连续线�同时常用的
绘图软件（如 Surfer等）和算法［1］也不能实现连续流
线的绘制。而地下水连续流线算法的研究将提高数
值模拟后处理的工作效率�同时对地下水数值模拟
可视化软件的形成有着积极的辅助作用。本文针对
地下水流数值模拟计算的某一时刻结果�基于有限
元数值计算的理论（对有限差分网络和各格点水头
的数据�可通过一定的方法将其转化为有限元的三
角网络及相应数据）�通过“质点追踪”方法�即任意
给定一个点�根据点所在单元的流线方向确定离散
单元体的出点�再以该点为始点�依次求出流线上的
各个点�从而实现空间任意给定一个点的流线数据
的生成。本算法既可同地下水数值计算结合�也可
成为独立模块�可用来研究感兴趣区域地下水流场
的变化。
2　算法设计

地下水流线的算法设计如图1所示�下面以地
下水流有限元理论对其加以说明。模拟区域在平面
上被离散为三角网络�垂向上为多层结构模型。开
始�由用户在空间上任意给定一个点坐标及计算流
线方向（顺时针或逆时针方向）�先由程序判断该点
是否在模型网络中�如点不在模型网络内�则直接结
束程序；再判断该点是否在包气带（即非饱和带）中�
如点在包气带内�因地下水模拟的是潜水面至模型
底边界的范围�因此也结束流线的求取；最后�再判
断结点所处的单元及模拟层位。然后�在一个单元
及模拟层位中根据介质信息及计算的水头数据确定

结点的渗透流速�再根据已知起点及渗透流速方向
确定该点在五面体中的出点�接着以出点为起点循环
进行计算。当找不到侧边单元或起始点为源汇点、计
算层位小于1或大于总模拟层数时�流线计算结束。

设给定 P0（x0�y0�z0）�总层数为 Nlayer�由计算
得知点 P0在单元 e 内�单元 e 对应的结点分别为
i�j�k�结点 i�j�k 水头值分别为 hi�hj�hk。如图2
所示�记点 P0的上格点层面单元对应结点分别为
i′�j′�k′�下格点层面单元结点分别为 i″�j″�k″�当
前格点层与上下格点层面的中截面分别为面 iu�id�
如果 P0点的出点为 P1点�P1点出了当前的五面
体（由 iu�ju�ku�id�jd 和 kd6个结点构成）�则进入
另外一个五面体�再循环进行计算。因此首要的问
题是如何计算 P0点的渗透流速及在五面体中的出
点 P1�下面分别进行讨论。设 P0点所处的模拟层
位为 Curlayer（在［1�Nlayer ］范围内）�根据伽辽金有

图1　基于三角网络的地下水流线算法设计框图
Fig．1　Algorithm design of groundwater flowline for triangle net

图2　三角单元结构示意图（平面和剖向）
Fig．2　Schematic figure of triangle net structure （in plane

and section plane）
限元算法理论［2］�记 i�j�k3点的基函数分别为 Ni�
Nj�Nk（基函数可根据单元几何性质得出）�则单元
内作意一点（x�y）处水头为：
h（x�y）＝hiNi（x�y）＋hjNj（x�y）＋hkNk（x�y）。（1）
2．1　P0点渗透流速的计算

根据达西定律�可得平面上渗透流速 vx 和 vy
分别为：
vx＝— kx

∂h
∂x＝— kx（ hi×∂Ni

∂x ＋ hj×∂Ni
∂x ＋ h ×∂Nk

∂x

vy＝— ky
∂h
∂y＝— ky（ hi×∂Ni

∂y ＋ hj×∂Ni
∂y ＋ hk×∂Nk

∂y

。（2）
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在垂向上�渗透流速由当前层与上下两层的渗
透流速进行矢量叠加得到：

vz＝

— kii″
hi″— hi
z i″— z i

　　（CurLayer＝1）

— kii″
hi″— hi
z i″— z i

— kii′
hi′— hi
z i′— z i

　（1＜ CurLayer＜ Nlayer）

— kii′
hi′— hi
z i′— z i

　　（CurLayer＝ Nlayer）
。（3）

如果给定的 P0点追踪方向为逆流线方向�则
vx＝—vx�vy＝—vy�vz＝—vz。
2．2　单元内 P0出点的计算

在一个单元 e 内�已知点 P0的 x、y、z 方向的
渗透流速�欲求 P0从单元内的出点 P1（x1�y1�z1）。
在数值模型的一模拟时段内�假定水流是稳定的�这
时迹线与流线重合�因此可通过水流在介质中的运
动时间来确定 P1的位置�在求出时间 t 后�可通过
下式计算 P1的位置：

x1＝x0＋vx× t
y1＝y0＋vy× t
z1＝z0＋vz× t

。 （4）

关键的问题是时间 t 的求取�分两种情况讨论：
a．　当 vx2＋vy2不为0时�先假设平面上 P0

点按平面渗透流速方向与当前三角单元的交点为

P1（ x1�y1�z1）�设 P0点对应的上下格点层面的标
高分别为 z0u、z0d�设在 P0点利用平面上渗透流速
计算的运动时间为 t1�利用垂向上渗透流速计算的
运动时间为 t2�而由 P0至出点 P1的运动时间为 t�
则 t＝min（ t1�t2）�其中�

t1＝ （x1—x0）2＋（y1—y0）2／ vx2＋vy2 �（5）

t2＝
z0u—z0
vz 　　（vz＞0）

z0—z0d
vz 　　（vz＜0）　

。 （6）

当 t1＞ t2�则点 P0从上下格点层面出；当 t1＜ t2或
vz 为零时�则点 P0从侧面单元流出。

b．　当 vx2＋vy2为0时�vx＝vy＝0�则结点从
上或下格点层面出�t 可按（6）式求取。

由情况 a和情况 b 可求出时间 t�再利用（4）式
求出点 P1的位置。
3　数值流线算法中歧义性的讨论与算法修正

前面提出的算法虽然简单、切实可行�但该算法

图3　出点为单元角点的判断
Fig．3　Judgment when point is located at the vertex of element

（1）计算中的异常终止情况示意图　　（2）算法修正示意图
图4　流线计算中异常终止情况和修正示意图

Fig．4　Schematic figure of abnormal abort in groundwater
flowline calculation and algorithm modfication

存在如下歧义性�必须对其修正。
3．1　出点位于三角单元顶点的计算

如图3示�当出点 P1位于三角单元顶点时�P0
点流出的三角单元可能为 e1、e2、e3、e4。当 P1不为
源汇点时�可依次假定点 P1从可能的三角单元流
出�如果在相应的单元能找到出点�则 P1从该三角
单元流出；当 P1为源汇点时�则 P1为终止点。另
外�P1的出点可能为三角单元的相交边�在计算中
须引起注意。
3．2　异常终止点的出现与修正

理论上�若给定一点�无论是追踪顺流线方向�
还是逆流线方向�点最终的终止点位于分水岭、源汇
点或模型的边界处�否则属异常终止。图4（1）所示
为按前述设计的算法产生的异常终止情况。图中仅
显示了部分三角网络�虚线表示地下水等水头线�箭
头线表示数值计算中异常终止的两条流线。从图中
可知�流线1计算中�追踪点出单元 e1后�进入 e2
单元�而按照 e2单元的流速方向找不到出点�流线
计算终止�产生这种问题的原因与数值模拟计算中
单元的疏密和离源汇点的远近有很大关系�单元剖
分越密�图4（1）的情况出现的机率越小。然而�实
际数值模拟计算中�由于模拟区域过大�剖分不可能
过细�因此�必须对当前的算法进行修正。

有一种较简便的方法 即在计算出点时 再加一

个判断和修正�当异常终止时�找两相邻单元公共边
的顶点（如图4（2）中的 c 或 d 点）作为该单元的最

·35·第5期　　　　　　　　　胡立堂�陈崇希等：地下水流线的数值算法研究



终出点。如图4（2）所示�设单元 e1和 e2相邻边为
cd�其对应的直线方程为 ax＋ by＋ c＝0�对单元 e1
中的出点 P1（ x1�y1�z1）�按原流线方向（ vx1�vy1�
vz1）�给一微小时间 ta�运动至 P2（ x2�y2�z2）�记
F1（x�y）＝ ax2＋ by2＋ c；同样�对 e2中的 P1（ x1�
y1�z1）按原流线方向（vx2�vy2�vz2）给一微小时间 tb�
运动至 P3（x3�y3�z3）�记 F2（ x�y）＝ ax3＋ by3＋ c。
如果 F1与 F2同号时�则 P2正常进入 e2单元�不
会产生歧义�否则�为避免数值算法中的流线异常终
止�必须对其进行修正�按流线方向取 c或 d结点作
为出点�可由下式判断：

G（x1�x2）＝（x2—x1）×（xc—x1）。 （7）
若 G（x1�x2）为正�则取 c 为出点�否则取 d 为

出点。
4　算例分析

限于三维地下水流的解析模型难以求取�现取
二维模型来对算法进行分析。设有一均质、各向同
性且等厚的承压含水层（东西南北边界尽可能取
大）�其中有一对称分布的开采井稳定地抽水［3］�离
散的三角网络单元如图5所示（其中两个点密集处
为抽水井点）。根据所设计的算法�在歧义修正前�
图中流线不连续（见图6）�而在充分考虑歧义因素
后计算的流线图（图7）中�流线与等值线正交�符合
解析解求出的流线情况。（图6、7中�虚线表示等水
头线。）
5　结语

在假定地下水流为稳定流的情况下�流线与迹
线重合�而当我们得知介质的有效孔隙度 ne 和渗透
流速 v 时�可根据（8）式求出点的实际流速�从而得
出质点在含水层中的运移时间�如果在地下水数值
模型中以同位素测龄资料作为拟合目标�增加介质
有效孔隙度的率定工作�该方法可预测未来情况下
质点的运动位置及运移时间�这对污染物的运移分
析提供了一种技术方法。设 v 为介质渗透流速�u
为介质实际流速�lP0P1为 P0和 P1点距离�t 为介质
在 P0和 P1间运移时间�则 t 可由如下式子求取：

v＝ ne·u
t＝ lp0 p1／u 。 （8）
本文提出的方法是依据地下水的有限元理论来

计算质点的运动时间�因而可计算任意 个源或汇

在某个方向的流线及其中两点的运移时间�相比同

图5　模拟区域离散化网络
Fig．5　Plan view of sample model discretization

图6　地下水流线的计算结果（歧义修正前）
Fig．6　Results of groundwater flowline calculation （not checking

the different meanings）

图7　地下水流线的计算结果（歧义修正后）
Fig．7　Results of groundwater flowline calculation

（ checking the different meanings）
位素求取地下水年龄方法来说�该方法具有更高的
适应性和拓广性。然而本文只是在理论情况下讨论
了该法的应用�而对于实际情况�由于受水文地质参
数的复杂性和某些未知干扰因素等影响�该法的应
用仍待更进一步研究。
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