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地形对水平岩层自重成因地应力场的影响
陶　波1�2�伍法权2�郭改梅2
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摘要：通过极坐标系下的艾里应力函数法�求解出在集中力作用下水平岩层中各应力分量。山体对
其下伏岩层可作为分布载荷�对集中力作用下水平岩层中各应力分量积分�便求得山体对下伏水平
岩层的附加应力。已有研究成果表明�当由外载引起的附加应力小于由重力引起的静止侧压力的
20％时�则可以不考虑外载的影响�这样便导出了地形对自重应力影响深度所满足的函数关系式。
此外�本文举例说明了如何求得地形对水平均质各向同性水平岩层的自重应力场的影响深度。
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中图分类号：P642．4　　文献标识码：A

Topography’s influence on self-weight stress field of horizontal rock formation
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Abstract：Author presents stress component’s expression under polar coordinate while a single force is applied to horizontal rock
formation by means of Airy’s stress function．Author regards topography’s effect on underlying horizon rock formation as distribut-
ed load�thus obtains expression of subsidiary stress induced by distributed load by integral action．According to present achieve-
ment�when subsidiary stress caused by distributed load is less than20percent of static lateral pressure induced by gravitation�
distributed load’s effect may be ignored．Therefore�the expression of topograpthy influence depth on self-weight stress field is ob-
tained．Furthermore�the paper illustrates how to obtain topography influence depth on self-weight stress field of horizontal�homo-
geneous and isotropic strata．
Key words：topography；self－weight stress field；influence depth；elastic mechanics

1　引言

在地应力实测中�测量点位置的选择对测量结
果影响较大。位置的选择既要考虑工程建设的需
要�也要考虑各种影响测试结果的因素�如地形、岩
性及破碎带等［1�2］。在地壳的一定深度范围内�地形
对地应力的分布特征有较大影响。相对于地壳来
说�某一突出的山体只相当于一个局部荷载施加于

地壳表面�据圣维南原理�该影响是局部性的�随着
深度的增加�逐渐减弱直至可以忽略。地应力实测
点的位置既要避开破碎带�也要布设于地形影响范
围之外�才能真实的反映工程区地应力场的分布特
征［3］。不同的山体形态�影响深度是不同的。本文
在一些假设条件的基础上�通过弹性力学中的艾里
应力函数法�寻求到一条研究地形对自重成因地应
力场影响深度的途径。
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2　集中力在水平岩层中引起的应力

2．1　尖劈顶端受集中力作用［4］

设有一尖劈�其中心角为α�下端可认为伸向无
穷�其顶端受集中力作用�并与尖劈的中心线成β
角�如图1所示。取单位厚度进行考虑�并设单位厚
度上所受的力为 F�坐标选取如图1。

拟通过量纲分析确定这个问题的应力函数形

式。根据直观分析�尖劈内任何一点的应力应正比
于力 F�并与量α�β�ρ和φ有关。由于 F的量纲为
MT－2�ρ的量纲为 L�α�β和φ无量纲�因此�各个应
力分量表达式只能取 F

ρN的形式。这里的 N为α�β
和φ组成的无量纲的量。这表明�各应力分量中�ρ
只能出现负一次幂。由艾里应力函数的极坐标形式
所表示的各应力分量表达式�如式（1）�可知应力函
数中ρ的幂次要比各应力分量中的ρ的幂次高两
次。因此�假定艾里应力函数的极坐标形式为式
（2）。作为艾里应力函数�必须满足如式（3）所示的
双调和方程。
　　　　σρ＝1ρ∂U∂ρ＋1

ρ2
∂2U
∂φ2

　　　　　σφ＝∂
2U
∂ρ2

τφρ＝τρφ＝－1ρ∂2U∂ρ∂φ＋1
ρ2
∂U∂φ＝－∂∂ρ（1ρ∂U∂φ）

�（1）

U＝ρf（φ）� （2）
（∂2∂ρ2＋

1
ρ
∂∂ρ＋1ρ2

∂2
∂φ2）（

∂2U
∂ρ2＋

1
ρ
∂U∂ρ＋1ρ2

∂2U
∂φ2）＝0�（3）

将式（2）代入式（3）�得到函数 f（φ）所满足的微分方
程�式（4）：

1
ρ3（

d4f（φ）
dφ4 ＋2d2f（φ）dφ2 ＋ f（φ））＝0。 （4）

将式（4）两边乘以ρ3�并解之得：
f（φ）＝Acosφ＋Bsinφ＋φ（Ccosφ＋Dsinφ）。（5）

图1　尖劈受集中力作用的弹性力学问题
Fig．1　Elastic mechanics problem of wedge

on which single force is imposed

式中的 A�B�C�D为任意常数。代入式（2）得：
U＝Aρcosφ＋Bρsinφ＋ρφ（Ccosφ＋Dsinφ）。 （6）

Aρcosφ和 Bρsinφ在直角坐标系里�可改写成
Az 和 Bx�它们对求应力无影响�因此可以略去。这
样应力函数可取为：

U＝ρφ（Ccosφ＋Dsinφ） 。 （7）
结合式（1）及式（7）得极坐标下各应力分量表达

式为：
σρ＝1ρ∂U∂ρ＋1

ρ2
∂2U
∂φ2＝

2
ρ（Dcosφ－Csinφ）

　　　　　σφ＝∂
2U
∂ρ2＝0

　　　　τφρ＝τρφ＝－∂∂ρ（1ρ∂U∂φ）＝0
。 （8）

图1所示的弹性力学问题的边界条件为
（σφ）φ＝±α2＝0�（τφρ）φ＝±α2＝0�显然这个条件已经满
足。为了求得常数 C 和 D�考虑尖劈在任一圆柱面
（如图1中虚线表示的）以上部分的平衡。由平衡条
件∑Fx＝0和∑Fz＝0�得：

∫α2
α2
ρσρcosφdφ＋ Fcosβ＝0

∫α2
α2
ρσρsinφdφ＋ Fsinβ＝0

。 （9）

将式（8）代入式（9）得：
D（α＋sinα）＋Fcosβ＝0
C（-α＋sinα）＋Fsinβ＝0 。 （10）

由式（10）可解得：
　　C＝ Fsinβ

α－sinα
　　D＝ Fcosβ

α＋sinα
。 （11）

将式（11）代入式（8）可得本问题的解答为：
σρ＝－2Fcosβcosφ（α＋sinα）ρ－2Fsinβsinφ（α－sinα）ρ
　　　　　σφ＝0
　　　　τφρ＝τρφ＝0

。 （12）

2．2　水平岩层受集中力作用时的应力分布
在研究水平岩层内部由 F 引起的应力分布规

律时�把水平岩层作为均质各向同性体�不考虑水平
岩层自重引起的应力�并且假定岩体的各个部位均
为弹性变形。在这种情况下�岩层内部集中力 F 引
起的应力分布规律只与 F 的大小与方向有关�而与
岩层的各种弹性物理力学参数无关。这个问题的解
答容易求得�只需令式（12）中β＝0�α＝π即可�于
是有：
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σρ＝－2Fcosφπρ
σφ＝0
τφρ＝τρφ＝0

。 （13）

式（13）应力分量的直角坐标表达式为：
σz＝σρcos2φ＝－2Fπ z3

（z2＋x2）2
σx＝σρsin2φ＝－2Fπ zx2

（z2＋x2）2
τxz＝σρsinφcosφ＝－2Fπ z2x

（z2＋x2）2
。 （14）

3　地形对自重成因地应力的影响

为了研究地形对自重成因地应力的影响深度�
本文把山体对水平岩层的作用认为是一种分布荷载

的作用或是一种堆载。若将山体沿竖直方向进行无
数次的条分�并假设条与条侧面间无相互作用力�因
此每一条对水平岩层的作用就相当于一个竖直集中

力的作用�并且竖直集中力的大小沿 x 轴的变化规
律是与山形随 x 轴的变化规律是一致的。若山体形
态可用函数 z＝ f（ x）来表示�那么山体对水平岩层
的荷载的分布规律可以表示为 f＝ f（ x）γ�其中γ
为山体岩石容重。山体在任意一点的集中力就可表
示为 F＝γf（ x）d x（如图2）。为求得整个山体对水
平岩层地应力分布的影响�只需将 F＝γf（ x）d x 代
入式（14）�并对 x 进行积分�同时考虑到坐标系之间
的平移关系可得：

σz ＝－∫x1
x0
2γπ z3

［ z2＋（x－ h）2］2 f（x）d x

σx ＝－∫x1
x0
2γπ z（x－ h）2

［ z2＋（x－ h）2］2 f（x）d x

τxz ＝－∫x1
x0
2γπ z2（x－ h）

［ z2＋（x－ h）2］2 f（x）d x
。（15）

　　式（15）中�f（ x）的表达式可以根据山体的轮廓
线来确定�当山体形态较为复杂时�可用分段函数来
表示。式（15）本质上就是由分布外载引起的水平岩
层中附加应力的分布规律。参照有关规定�当式中
的σx 为重力引起的静止侧压力（其计算式为 μ1－μ
γ1z�式中γ1为山体下伏岩石容重�μ为山体下伏岩
石泊松比）的20％时�附加应力的影响可以不计�即
不考虑地形的影响［5］。根据此规定可得：
∫x1

x0
2γπ z（x－ h）2

［z2＋（x－ h）2］2f（x）dx＝
0．2μ1－μγ1z。（16）

　　式（16）等号左边积分完毕后�将 h替换为 x�可
得地形对自重成因地应力的影响深度与 x 的关系。

图2　水平岩层受分布载荷作用的弹性力学问题
Fig．2　Elastic mechanics problem of horizon rock formation

on which distributed load is imposed

图3　水平岩层受线性载荷作用的弹性力学问题
Fig．3　Elastic mechanics problem of horizon rock formation

on which linear load is imposed
4　实例分析

4．1　求解步骤
求解地形对自重成因地应力的影响深度的步聚

如下：
a．　建立平面直角坐标系�通常取竖直向下的

方向为 z 轴正方向�水平向为 x 轴方向�坐标原点
应设在有利于求解地形轮廓线方程及积分之处。

b．　建立地形轮廓线方程�方程的形式要尽可
能的简单�否则将导致式（16）无法积分�从而无法求
解地形对自重成因地应力场的影响深度。最切合实
际的做法是将复杂地形轮廓线方程分段表示成为一

次函数的形式�这样便于在整个积分区域进行分段
积分。

c．　利用式（16）求得地形对自重成因地应力的
影响深度 z 与 x 之间的隐函数关系；

如果地形轮廓线是由一次函数的形式所表示�
其斜率为 k�在 z 轴上的截距为 z0�且积分区域的下
限为 x0�上限为 x1�由式（16）得：
kz2 γ2［（x－x1）2－（x－x0）2

z2 ＋ln z
2＋（x－x0）2
z2＋（x－x1）2］＋

kzγ（x＋z0）［ x1－x0
z ＋arctan z（x0－x1）

z＋（x－x0）（x－x1）］＝
πμγ1z10（1－μ） 。 （17）
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顶管工程后背受力与变形三维分析
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摘要:以某顶管工程为背景,采用朗肯被动土压力理论对后背土体的承载能力进行了分析;根据弹

塑性模型建立起后背结构的三维有限元模型,对后背结构与土体在顶力作用下的变形与受力过程

进行分析,并同朗肯理论结果进行比较;对影响后背结构的变形各因素进行了分析;对后背结构顶力

合力点的变形进行了实测,并同理论预测结果进行了对比分析,初步探讨了形成差异的主要原因。

关　键　词:顶管;后背;变形;有限元
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Stress and deformation analysis of pipejacking thrust wall
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Abstract:The bearing capacity of the soil behind the thrust wall is analyzed with Rankine theory for lateral passive earth pressure

in a pipe jaking project.The stress and deformation produced by the jacking force are researched by a three-dimension elastoplastic

FEM model for the thrust wall and soil.The results are compared with the Rankine theory.The factors, the elastic modulus and

the height of the thrust wall, the elastic modulus of soil and the wall-soil interface friction coefficient, which effect the deformation

and the stress, are analyzed.The deformation of point for the composition of jacking forces is measured in situ and compared it

with the result of FEM.The main reasons for the difference are discussed.

Key words:pipejacking, thrust wall, deformation, finite element
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　　d.　求取最大影响深度,由式( 17)可知,最大影

响深度在理论上是存在的, 但是由于关系式过于复

杂,要求解出最大影响深度难度较大。

4.2　算例

如图 3所示的地质模型, 山体岩石容重与水平

地层岩石容重相同, 山体下伏岩石泊松比的取值为

0.25,模型的几何参数如图中所示。地形轮廓线的函

数表达式为 f ( x) =0.6x-300。根据式( 17)可得:

4 500( 500-2x) +9z
2
ln

z
2
+x

2

z
2
+( x -500)

2+

9 000 x-18zxarctan 500z
z+x( x -500)

=πz 。 ( 18)

为求解水平面上任意一点其正下方所对应的地

形对自重成因地应力的影响深度,只须将该点的横

坐标代入( 18)式求解方程即可。

5　结论

a.　地形对自重成因地应力的影响程度是随着

深度的增加而减小的, 当山体这个外加荷载在水平

岩石中引起的水平向附加应力小于静止侧向压力的

20%时,地形对自重成因地应力的影响可以忽略;

b.　地形对自重成因地应力的影响深度随水

平岩层表面点的变化而变化。复杂多变的地形必然

导致在不同部位对自重成因地应力的影响深度不

同,这对于依据地形地貌合理布设应力测试孔的位

置具有指导意义;

c.　通过对式( 17)分析还表明,当 x 的取值为

地形线与水平坐标轴所围成封闭图形形心所对应的

横坐标( xp )时, 影响深度 z 取得最大值。 x 的取值

为[ x0 , x1 ]之外时, 该区间越远, 影响深度越小 。若

令式( 17)中的 z 为零,便可求得当 x 取何值时,地形

对自重成因地应力场无影响;

d.　本文研究成果存在不足,如假设条件过于

理想,工程地质条件方面的信息较少等 。
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