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摘要：【目的】受制冷媒介温度差异以及被冻地层与冻结管距离差异的影响，多冷媒联合双排管冻结壁的

非均匀性较为显著，为了合理评价该类冻结壁的安全性，需开展考虑非均质性的多冷媒人工冻结壁弹塑性

应力分析。【【法】】选取距离 1/4管距处的冻结壁作为特征截面，将该截面上的温度分布曲线等效成三段一

次函数形式，并将冻结壁视为随温度成线性变化的非均质材料，分别基于 4种冻土屈服准则，推导得出多

冷媒联合双排管非均质冻结壁弹塑性应力解析表达式。基于该解析表达式，对多冷媒冻结壁的受力特性进

行计算，并将该计算结果与均质冻结壁计算得出的结果进行对比。【【结果与结】】研究发现：【 1）在盐水-

二氧化碳联合双排管冻结壁中，径向应力随着相对半径 r的增加而上升，环向应力在不同冻结区间 I、II、

III）表现出不同的变化趋势。 2）基于均质冻结壁计算理】，弹性极限状态的冻结壁的环向应力最大值出

现在冻结壁内侧，弹塑性状态的冻结壁的环向应力最大值出现在弹塑性分界面处，塑性极限状态的冻结壁

的环向应力最大值出现在冻结壁最外侧；而基于非均质冻结壁计算理】，冻结壁环向应力最大值始终出现

在冻结壁分区界线 r＝2）处。【 3）在考虑非均质特性后，冻结壁的弹性极限承载力降低 1.8%，而塑性极

限承载力提高 8.1%。在弹塑性状态下，对应相同塑性区相对半径，非均质冻结壁具有更高的承载力，且这

种现象随着塑性区相对半径的增大而愈发明显。研究成果对富水地层多冷媒联合冻结帷幕的设计具有重要

的参考价值。 
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Abstract: [Objective] Affected by the temperature difference of the refrigerant and the distance difference between the frozen 

formation and the freezing pipes, the heterogeneity of the multi-refrigerant combined double-row-pipe frozen wall is more 

significant. In order to evaluate the safety of such frozen wall reasonably, the elastic plastic stress analysis should be carried out 

for the artificial frozen wall with multi-refrigerant considering the heterogeneity. [Methods] The frozen wall at 1/4 pipe distance 

was selected as the characteristic section. Then, the temperature distribution curve on this section was equivalently converted to 

three linear functions, and the frozen wall was regarded as a heterogeneous material that changes linearly with temperature. On 

this basis, the analytical expression of plastic-elastic stress of multi-refrigerant combined double-row-pipe heterogeneous frozen 

wall was derived according to four kinds of frozen soil yield criteria. Based on the analytical expression, the mechanical 

characteristics of the multi-refrigerant frozen wall were calculated, and the calculated results were compared with those of the 

homogeneous frozen wall. [Results and Conclusions] The study indicates that: (1) The radial stress increases with the increase 

of the relative radius r, and the circumferential stress shows different trends in different frozen intervals (I, II, III) in the brine-

carbon dioxide combined double-row-pipe frozen wall. (2) Based on the calculation theory of the homogeneous frozen wall, the 

maximum circumferential stress  appears on the inner side of the frozen wall in the elastic limit state,  at the elastic-plastic 

interface of the frozen wall in the elastic-plastic state, and at the outermost side of the frozen wall in the plastic limit state . 
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However, based on the calculation theory of heterogeneous frozen wall, the maximum circumferential stress always occurs at 

the partition boundary of frozen wall (r=2). (3) With consideration to the heterogeneity, the elastic ultimate bearing capacity of 

the frozen wall decreases by 1.8%, while the plastic ultimate bearing capacity increases by 8.1%. In the plastic-elastic state, the 

heterogeneous frozen wall has higher bearing capacity compared with that in the same relative radius of plastic zone, and this 

phenomenon becomes more obvious with the increase of the relative radius of the plastic zone. The research results have 

important reference value for the design of multi-refrigerant combined freezing curtain in water-rich strata. 

Keywords: artificial ground freezing method; double-row-pipe frozen wall; multi-refrigerant combined freezing curtain; 

heterogeneity; yield criteria; elastic-plastic analysis 

随着我国基础设施建设的快速发展，富水地层的

工程建设项目也日益增多。在该类地区进行工程建设

时，如何确保施工安全和高效成为了一个亟待解决的

问题[1-4]。人工地层冻结法作为一种有效的地层加固、

封水方法，已经在富水地层地下工程施工中得到了广

泛应用[5-7]。但如何确定合理的冻结参数、制冷剂，以

及准确分析冻结壁的力学特性是影响该工法施工效果

的关键因素。 

在以往的冻结法施工过程中，多采用单一冷媒进

行地层冻结，大量学者针对该类冻结壁的力学特性展

开了系统的研究。胡向东等[8-9]、王彬等[10-12]和曹雪叶

[13-15]等将冻结壁视作一种随半径变化的功能梯度材料，

分别基于 M-C 强度准则[8-9,12]、D-P 强度准则[10-11]和双

剪统一强度准则[13-15]，推导得出了单排[8,10,13-15]、双排

[9,11]以及三排管[12]所形成的冻结壁的应力解析解，并

运用得出的公式对上述冻结壁的应力分布规律以及承

载力进行了计算分析。冻结壁并非孤立存在于土体之

中，它与邻近的未冻土（岩）体存在相互作用。杨维

好等[16-18]在考虑冻结壁与周围岩层相互作用的基础上，

推导出了在不同状态下（弹性、弹塑性及塑性）均质

冻结壁的应力计算公式。王彬等[19]通过引入应力传递

系数来反映开挖卸载过程中的卸荷效应，构建了一个

描述冻结壁与周边土体相互作用的力学模型，推导得

出了无地下水以及有地下水[20-21]两种状态下非均质冻

结壁的弹塑性应力计算公式。 

然而，在面临复杂的地质条件和施工要求时，单一

的冷媒往往无法满足需求。因此，多冷媒联合应用逐

渐成为了研究的热点。多冷媒联合冻结法，指的是在

同一个冻结工程中，根据地层的具体特点和施工的实

际需求，选择两种或两种以上的冷媒进行组合使用。

该技术综合了多种冷媒的优势，不仅提高了冻结效率，

还实现了节能环保目标。多冷媒联合冻结技术的应用，

为土建工程、矿山工程、环境工程、水利工程、城市

管线工程等领域提供了有力的技术支持，确保了工程

安全、高效进行。目前，部分学者已经对多冷媒联合

冻结技术进行了研究。袁杰[22]结合了液氮冻结和盐水

冻结各自的优势，实施了双排孔布局的液氮冻结管，

实现了土层的迅速冻结加固。当液氮冻结达到预定的

冻结壁厚度时，便中断液氮的供应，并切换至传统的

盐水冻结循环，以维持土壤中冻结壁的稳定。这样的

过程不仅确保了冻结效果，同时也显著降低了持续使

用液氮所带来的高昂成本。在斜井开发领域，叶庆[23]

首先推导了单管联合冻结（先盐水后液氮、先液氮后

盐水）和双管同时冻结的温度场解析公式；其次，通

过数值计算建立了平面导热模型；最后对榆林袁大滩

煤矿副斜井第三、四段进行了现场实测研究，进而分

析了联合冻结温度场的演变规律。权晓甜[24]在宁波顶

管 D 段管廊改造项目中，应用了液氮与盐水的联合冻

结技术，使用 Comsol 软件，建立了 3 种不同冻结顺

序的三维有限元模型，以此来分析冻结帷幕的发展过

程。董涛等[25]提出了一种创新的多冷媒联合制冷技术，

基于珠江三角洲水资源配置项目中的某盾构刀盘更换

工程为案例，对多冷媒联合冻结技术的可行性进行了

深入分析。 

近年来，CO2 作为天然制冷剂开始被行业所重视。

CO2 可以同时作为制冷剂和冷媒，从而减少中间热交

换次数，冷媒循环系统简洁高效。并且其黏度低，流

动性好，适合长距离恒温输送。与液氮相比，可以循

环制冷，具有更高的经济性。因此，在富水地层中可

采用盐水-二氧化碳多冷媒的冻结方法。其中，盐水冷

媒的优势在于其良好的流动性和热导率，能够有效地

在地层中分布和传递热量，形成较为均匀的冻土帷幕；

而二氧化碳冷媒的优势在于其低冻结温度和高效的吸

热性能，能够快速降低地层温度，提高冷冻速率。通

过结合两者的优势，盐水-二氧化碳多冷媒联合冻结方

法能够实现更快速、更均匀的冻结效果，提高工程效

率，降低工程成本[26-27]。 

与单一冷媒形成的冻结壁相比，多冷媒联合冻结

帷幕的力学特性显得更为复杂，这主要是由于不同冷

媒之间的相互作用和温度梯度导致的力学性能差异。

目前，针对这一领域的研究还相对较少，缺乏系统性

的深入探讨。笔者针对盐水-二氧化碳多冷媒联合冻结

帷幕，深入分析了温度对冻结壁力学参数非均匀性的

影响，并结合冻土强度屈服准则，对多冷媒联合双排

管非均质冻结壁的力学特征进行了详细的弹塑性分析。

这项研究不仅揭示了多冷媒联合冻结帷幕在不同屈服



准则下的力学响应，还为进一步优化冻结壁设计、提

高工程稳定性和安全性提供了科学依据，对于富水地

层多冷媒联合双排管冻结壁的工程实践具有重要的指

导意义。 

1  冻结壁温度场分布规律 

1.1  温度场模型 

针对盐水-二氧化碳多冷媒联合双排管冻结壁，选

取某段连续的区间作为研究对象，冻结壁局部如图 1

所示[12]，内侧冻结管用盐水作为低温冷媒，而外侧冻

结管用二氧化碳作为低温冷媒。在冻结法施工过程中，

为了确保井筒挖掘的安全性和效率，同时为井壁施工

创造一个稳定的施工环境，施工方会根据井筒的宽度

和直径，对被冻土体进行一定程度的挖掘。因此，冻

结壁的实际厚度应当是其原始厚度减去计划挖掘部分

的厚度[12]。 
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Fig. 1 Brine-carbon dioxide frozen wall (partial) 

已有研究成果表明，距离 1/4 管距处的特征截面

的平均温度能准确反映整个冻结壁的平均温度[28]，为

此选取该截面的温度分布曲线代替整个冻结壁的温度

曲线，进而开展冻结壁力学特性分析。在非均质冻结

壁计算理论中，通常会将冻结壁视为随温度呈一次函

数变化或者二次函数变化的非均质材料[29-31]，这样的

近似方式不仅可以简化计算，也能够提高冻结壁平均

温度计算的准确性和实用性。冻结温度场近似曲线形

式需要根据冻结壁实际情况进行选择。 

盐水-二氧化碳复合冷媒冻结壁等效温度场分布

如图 2 所示。其中，温度坐标轴的正向表示温度梯度

降低的方向。(I)、(II)、(III)区分别对应开挖面至内排

冻结管、内排至外排冻结管、以及外排冻结管至冻结

壁外缘的同心圆区域，全文统一。在“盐水-二氧化碳”

复合冻结壁中，两种冷媒的温差较大，且冻结管与土

体之间的温度梯度较大，为此选用三段一次函数来近

似等效冻结壁截面处温度场的变化规律。 

 

2

Fig. 2 Equivalent temperature field of brine-carbon dioxide 

frozen wall 

通过图中 4 个温度特征点可以确定冻结壁的温度

场函数为： 
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1.2  基本假定 

为了简化计算得到易于工程应用的弹性、弹塑性

和塑性解析解，现对冻结壁力学模型提出以下基本假

设： 

（1）冻结壁视为材料性质（弹性模量 E、黏聚力

c）随相对半径呈三段一次函数变化的非均质材料。 

（2）当冻结壁由弹性状态进入塑性状态后，认为

冻结壁体积不可压缩。 

（3）冻结壁材料性质与温度大致呈一次函数的关

系。由于当温度变化时，内摩擦角 γ 和泊松比 μ 影响

很小，因此本文不作考虑。 

（4）考虑到本文中的研究对象具有几何对称性以

及荷载和边界条件是轴对称的特性。为了简化计算，

可以将冻结壁视为平面轴对称应变问题。 

2  冻结壁力学模型 

2.1  冻土力学参数 

冻结壁在均布荷载作用下力学模型如图 3 所示[12]。 
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Fig. 3 Frozen wall under uniform load 

已有相关研究证明冻土的材料性质与温度大致呈

一次函数的关系[8-12]。因此，当冻结温度场随相对半径

呈线性变化时，冻土的弹性模量 E 和黏聚力 c 随相对

半径 r呈线性变化。冻土的弹性模量E(R)和黏聚力 c(R)

都服从一次函数关系[8-12,32]，可设： 
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联立式(1)式、式(2)，求得弹性模量 E(r)和黏聚力

c(r)的表达式分别为： 
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式(3)、式(4)中： 
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2.2  冻土强度准则 

统一强度准则是用于评估和预测冻土在复杂应力

状态下的破坏行为的一种屈服准则[21,28-31]。该准则通

过引入一个参数 ξ，将不同的强度准则联系起来，从而

描述不同材料的强度特性。 

以压应力为正，轴对称平面应变状态下的统一强

度屈服准则表达式如下[16-18]： 

( )i i

r c r   =  +            (5) 

式(5)中：上标 i=1,2,3 为冻结壁受力分析区的 3 个

区域。其中：λ 和 ω 表达式如下： 
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式(6)、式(7)中： 为统一强度准则的参数，它决

定了不同强度准则的权重，取值 0 1≤ ≤ 。当 0＝ 时，

退化为 M-C 准则；当 1＝ 时，退化为双剪统一强度准

则。通过调整 的值，可以描述不同材料的强度特性。 

在实际工程中，由于被冻土体的性质差别较大，

土体冻结之后适用的屈服准则也不相同，为此本研究

选取冻土常用的以下 4 种屈服准则对多冷媒复合冻结

壁的力学特性进行计算分析。不同屈服准则中 λ 和 ω

的具体表达式见表 1[21]。 

表 1  λ 和 ω 在不同屈服准则下的表达式 

Table 1 Expression of λ and ω under different yield criteria 

λ ω 

Mohr-Coulomb 

 

1 sin

1 sin





+

−
 

2cos

1 sin



−
 

Druker-Prager 
2

2

3 sin 3sin

3 sin 3sin

 

 

+ +

+ −
 

2

2 3 cos

3 sin 3 sin



 + −
  

Tresca 2

2

3 sin 2sin

3 sin 2sin

 

 

+ +

+ −
 

2

4cos

3 sin 2sin



 + −
 

 

3 5sin

3(1 sin )





+

−
 

8cos

3(1 sin )



−
 

3  冻结壁弹塑性区应力计算公式 

3.1  冻结壁弹性区应力场求解 

当冻结壁的外荷载小于弹性极限荷载承载力时，

冻结壁处于弹性状态，需满足下列基本方程： 

平衡方程[33]： 

           
e eed

0
d

rr

r r

 
+

−
=  (8) 

式中上标 e 为冻结壁弹性区。 

几何方程[33]： 

             
e

e e

d / d

/

e

r r

r

u r

u r





 =


=
 (9) 

物理方程[33]：     



       
2

e e e

2
e e e

1 (1 )

( ) ( )

(1 ) 1

( ) ( )

r r

r

E r E r

E r E r



 

  
  

  
  

 − +
= −




+ − = − +



 (10) 

引入应力函数 [8-12]：   

               
e

e

/r r



 

 

 =


=
 (11) 

通过式(9)—式(11)，得式(12)： 

2 ( ) ( )
1 1 0

( ) 1 ( )

E r E r
r r r r

E r E r



 


 +

    
 + − − =   

−   
(12) 

将式(3)中 ( )E r 代入式(12)，进一步化简得： 

      
2 0i i

i i i i

b b
r r

a b a b
   + − =

+ +
  (13) 

通过求解式(13)，可得应力函数 的通解为： 

       
2

1 1

2

i

i i i

b
rM a N r

r r


 
= − − + 

 
 (14) 

式(14)的边界条件为： 

         

( )

( )

( )

( )

1 1 1

2 2 2

H H H

0 1r

F r r r

F r r r

F r r r









= =


= =


= =
 = =

     (15) 

代入应力分量，可得各区域应力分量表达式为： 

          )
1

e(I) 1 2

1

e(I) 1 3

1

1,

r

r r

F A

A

F A

A









=



 =


 (16) 

     

( )

( )
 )

2 1 3 2e(II)

1

1 2

2 1 4 2e(II)

1

,

r

F F B B

B
r r r

F F B B

B






− +
=




− +
=




 (17) 

     
( )

 

e(III) H 2 3 2

1

2 H

H 2 4 2e(III)

1

( )

,

r

F F C C

C
r r r

F F C C

C






− +
=




− + =



 (18) 

式(16)—式(18)中： 

1

1 1 2

1 1

1 1
1 1

2

b
A a

r r

  
= − + −  

   
； 

2
2 1 2

1 1
1 1

2

b
A a

r r

   
= − + −   

   
； 

1
3 1 2

1
1

2

b
A a

r

 
= + + 

 
； 

2

1 2 2 2

1 2 1 2

1 1 1 1

2

b
B a

r r r r

  
= − + −  

   
； 

2 1 2 2 1

2 2 2 2

1 2 1 2
2

F F b F F
B a

r r r r
= − + −

  
  

   
； 

2 2

3 22

a b
B

r r
= − − ； 2

4 2
2

b
B

r
= ； 

3

2 2

2 H

1 3

2 H

1 1

2

1 1 b

r r
C a

r r
+ −

   
= −   

  
； 

3 H 2

2 2

2 H

H 2

2 3

2 H 2

b F F

r r

F F
C a

r r
+ −

   
= −   

  
； 

3 3

3 22

a b
C

r r
= − − ； 3

4 22

b
C

r
= 。 

对于平面轴对称问题有： 

    e e e(1 )
(1 )

( )
r r

r
u

E r



  

+
 = − + −   (19) 

根据 r1、r2 处的位移连续条件可以得到 r1、r2 处的

应变连续条件如下： 

   
11 1 1 1

22 2 2 2

( )

( )

r ru u

r ru u

 

 

− + − +

− + − +

= = → =


== → =
 (20) 

为了简化计算，由冻结壁的均匀连续性假定，可假

设 r1 和 r2 处泊松比分别相等。由此可以得出下式： 

e(I) e(I) e(II) e(II)

1

e(II) e(II) e(III) e(III)

2

(1 ) (1 ) ( )

(1 ) (1 ) ( )

r r

r

r r

r r

 

  

     

     

 − + − = − + − =

− + − = − + − =

(21) 

将式(15)、式(16)和式(17)代入式(21)，化简后可得

F1 和 F2。 

3.2  冻结壁塑性区应力场求解 

塑性区的应力平衡方程[34]： 

          
p ppd

0
d

rr

r r

  −
+ =  (22) 

式中：上标 p 为冻结壁塑性区。 

将强度准则式(5)代入式(22)，可得： 

        
p

pd 1
( ) 0

d

r
r c r

r r r

  


−
+ − =  (23) 

通过解析微分方程式(23)可以得出冻结壁塑性区

域内径向应力的通解： 

    

 )

 )

 

1

1 1 1 1

p 1

2 2 2 1 2

1

3 3 3 2 H

1,

,

,

r

Dl r Pm K r r r

Dl r Pm K r r r r

Dl r Pm K r r r r









−

−

−

 + + 


= + + 
 + + 

 (24) 

式(24)中：D=ω/(2-λ)；P=ω/(1-λ)。 

由 r＝1，r＝r1，r＝r2，处连续性的应力边界条件

可求得： 

1 1 1( )K Dl Pm= − + ； 

2 1

2 1 2 1 1 2 1 1 1( ) ( ) ( )K D l l r P m m r Dl Pm − −= − + − − + ； 
2 1 2

3 2 3 2 2 3 2 1 2 1

1

1 2 1 1 1

( ) ( ) ( )

( ) ( )

K D l l r P m m r D l l r

P m m r Dl Pm

  



− − −

−

= − + − + −

+ − − + 。
 

由此，冻结壁塑性区的环向应力通过下式求得： 



      

 )

 )

 

p(I)

1 1

p p(II)

2 1 2

p(III)

3 2 H

( ) 1,

( ) ,

( ) ,

r

r

r

c r r r

c r r r r

c r r r r



 

  

 

 + 


= + 
 + 

 (25) 

3.3  冻结壁弹塑性应力场求解 

当冻结壁承受的外荷载大于弹性极限承载力时，

冻结壁开始出现塑性区，进入弹塑性状态。此时冻结

壁弹塑性力学计算模型如图 4 所示。 

 

(a) (I)

 

(b) (II)

 
(c) (III)

4  

Fig 4 Mechanical calculation model of frozen wall in 

different states 

假设冻结壁的塑性半径为 rc，在弹塑性分界面（r

＝rc）处，冻结壁的径向应力和环向应力满足应力连续

条件和屈服准则。冻结壁应力计算公式主要分为以下

3 种情况： 

当满足 rc∈[1,r1)时，在[1,rc)区间内，冻结壁处于

塑性状态，而在[rc,rH]区间内，冻结壁处于弹性状态。

计算模型如图 4a 所示[12]。 

冻结壁在(I)区塑性应力场的应力计算公式： 

      )
p(I) -1

1 1 1

cp(I) p(I)

1

1,
( )

r

r

Dl r Pm K r
r r

c r







  

 = + +


= +
 (26) 

冻结壁在(I)区弹性应力场的应力计算公式： 

     )

e(I) 1 c 3 2

1

c 1

e(I) 1 c 4 2

1

( )

,
( )

r

F F G G

G
r r r

F F G G

G






− +
=




− + =


 (27) 

式(27)中： 

21 2

c

1

1

1c1

1 1 1 1

2
G

b
a

r rr r

  
= − + −  

   
; 

c c1 1 1

1 2

1c c 1

2 22
G

F FF b F
a

rr r r

  
= − + −  

   
; 

1 1

3 22

a b
G

r r
= − − ; 1

4 22

b
G

r
= 。 

冻结壁在(II)区弹性应力场的应力计算公式： 

  

( )

( )
 )

2 1 3 2e(II)

1

1 2

2 1 4 2e(II)

1

,

r

F F B B

B
r r r

F F B B

B






− +
=




− +
=




 (28) 

冻结壁在(III)区弹性应力场的应力计算公式： 

   

e(III) H 2 3 2

1

2 H

e(III) H 2 4 2

1

( )

,
( )

r

F F C C

C
r r r

F F C C

C






− +
=




− + =


 (29) 

当满足 rc∈[r1,r2)时，在[1,rc)区间内，冻结壁处于

塑性状态，而在[rc,rH]区间内，冻结壁处于弹性状态，

即选取冻结壁塑性区在(II)区计算模型如图 4b 所示[12]。 

冻结壁在(I)区塑性区应力场的应力计算公式： 

   )
p(I) -1

1 1 1

1p(I) p(I)

1

1,
( )

r

r

Dl r Pm K r
r r

c r







  

 = + +


= +
 (30) 

冻结壁在(II)区塑性区应力场的应力计算公式： 

     )
p(II) λ-1

2 2 2

1 cp(II) p(II)

2

,
( )

r

r

Dl r Pm K r
r r r

c r



  

 = + +


= +
 (31) 

冻结壁在(II)区弹性区应力场的应力计算公式： 

  )

e(II) 2 c 3 2

1

c 2

e(II) 2 c 4 2

1

( )

,
( )

r

F F H H

H
r r r

F F H H

H






− +
=




− + =


 (32) 



式(32)中： 

2

1 2 2 2

c 2 c 2

1 1 1 1

2

b
H a

r r r r

  
= − + −  

   
； 

c c2 2 2

2 2 2 2

c 2 c 22

F FF b F
H a

r r r r

  
= − + −  

   
； 

2 2

3 22

a b
H

r r
= − − ； 2

4 22

b
H

r
= 。 

冻结壁在(III)区弹性区应力场的应力计算公式： 

  

e(III) H 2 3 2

1

2 H

e(III) H 2 4 2

1

( )

,
( )

r

F F C C

C
r r r

F F C C

C






− +
=




− + =


 (33) 

当满足 rc∈[r2,rH]时，在[1,rc)区间内，冻结壁处于

塑性状态，而在[rc,rH]区间内，冻结壁处于弹性状态，

即选取冻结壁塑性区在(III)区计算模型如图 4c所示[12]。 

冻结壁在(I)区塑性区应力场的应力计算公式： 

      )
p(I) -1

1 1 1

1p(I) p(I)

1

1,
( )

r

r

Dl r Pm K r
r r

c r







  

 = + +


= +
 (34) 

冻结壁在(II)区塑性区应力场的应力计算公式： 

    )
p(II) -1

2 2 2

1 2p(II) p(II)

2

,
( )

r

r

Dl r Pm K r
r r r

c r







  

 = + +


= +
 (35) 

冻结壁在(III)区塑性区应力场的应力计算公式： 

  )
p(III) -1

3 3 3

2 cp(III) p(III)

3

,
( )

r

r

Dl r Pm K r
r r r

c r







  

 = + +


= +
 (36) 

冻结壁在(III)区弹性区应力场的应力计算公式： 

  

e(III) H c 3 2

1

c H

e(III) H c 4 2

1

( )

,
( )

r

F F I I

I
r r r

F F I I

I






− +
=




− + =


 (37) 

式(37)中： 

3

1 3 2 2

c H c H

1 1 1 1

2

b
I a

r r r r

  
= − + −  

   
; 

c 3 cH H

2 3 2 2

c H c H2

F b FF F
I a

r r r r

  
= − + −  

   
; 

3 3

3 22

a b
I

r r
= − − ; 3

4 22

b
I

r
= 。 

3.4  冻结壁塑性相对半径 rc 的求解 

在 r＝rc 处，冻结壁的径向应力与环向应力应满足

统一强度屈服准则以及应力连续条件，即： 

( )i i

r c r   =  +        (38) 

              p e

r r =  (39) 

当  )c 11,r r 时： 

p(I) -1

1 c 1 1 c

c c1 1 1 1 1
1 c 12 2 2

e(I) c c 1c c 1

1
1 2 2

c 1 c 1

( )( ) ( ) ( )
22

1 1 1 1
( ) ( )

2

r

r

Dl r Pm K r

F Fa b F b F
F F a

r r rr r r

b
a

r r r r





 = + +

 − − − + − + −


=
 − + −


(40) 
当  )c 1 2,r r r 时： 

p(II) -1

2 c 2 2 c

c c2 2 2 2 2
2 c 22 2 2

e(II) c c 2c c 2

2
2 2 2

c 2 c 2

( )( ) ( ) ( )
22

1 1 1 1
( ) ( )

2

r

r

Dl r Pm K r

F Fa b F b F
F F a

r r rr r r

b
a

r r r r





 = + +

 − − − + − + −


=
 − + −


(41) 
当  c 2 H

,r r r 时： 

p(III) -1

3 c 3 3 c

3 3 c 3 cH H
H c 32 2 2

e(III) c c Hc c H

3
3 2 2

c H c H

( )( ) ( ) ( )
22

1 1 1 1
( ) ( )

2

r

r

Dl r Pm K r

a b F b FF F
F F a

r r rr r r

b
a

r r r r





 = + +

 − − − + − + −


=
 − + −


(42) 

分别联立式(40)、式(41)和式(42)，可以求得冻结壁

的塑性区相对半径 rc。 

4  工程算例 

4.1  计算参数 

本算例中内外排冻结管尺寸（直径×厚度）均为

159 mm×6 mm。温度参数：t0＝-3℃；t1＝-25℃；t2＝

-45℃；tn＝-8℃。冻结孔设计参数和冻土力学参数分

别见表 2、表 3。 

表 2  盐水-二氧化碳复合冷媒冻结孔设计参数 

Table 2 Design parameters of brine-carbon dioxide freezing 

hole 

m   3 

m   5 

m 14 

根 38 

m 1.157 

℃ -32 

m 20 

根 38 

m 1.653 

℃ -50 

表 3  冻土力学参数 

Table 3 Mechanical parameters of frozen soil 

E*/MPa  c*/MPa γ/（°） μ 

 -8.074t+35.41  -0.174t+0.803 3.5 0.27 

[8-12] E c

将上面的数据分别代入式(3)和式(4)，计算得到非



均质冻结壁的材料参数的表达式。 

 )

 )

 

( )

343.145 243.143 1,1.4

269.133 139.527 1.4,2

423.885 1246.51 2,2.8

E r

r r

r r

r r

=

 − 


− 
− + 

  (43) 

 )

 )

 

7.395 5.200 1,1.4

( ) 5.800 2.967 1.4,2

9.135 26.903 2,2.8

r r

c r r r

r r

=

 − 


− 
− + 

     (44) 

将求得的 E(r)、c(r)等参数代入本文公式中，得到

该状态下的应力解。在相同条件下，根据表 3 的数据，

计算均质冻结壁的材料参数。将平均温度 t＝-23℃代

入表 3，得到弹性模量和黏聚力分别为 221.112、4.805 

MPa。根据文献[35]的应力公式，求得冻结壁的应力计

算结果见表 4。 

表 4  冻结壁应力计算结果 

                                    Table 4 Stress calculation results of frozen wall                         MPa 

计算准则 
弹性极限状态(rc=1) 弹塑性状态(rc=1.2) 弹塑性状态(rc=1.7) 弹塑性状态(rc=2.4) 塑性极限状态(rc=2.8) 

均质 非均质 均质 非均质 均质 非均质 均质 非均质 均质 非均质 

Mohr-Coulomb  4.456 4.376 6.155 6.153 9.068 9.761 10.991 11.937 11.255 12.170 

Druker-Prager 准则 4.453 4.373 6.150 6.149 9.061 9.754 10.983 11.929 11.247 12.161 

广义 Tresca 准则 5.195 5.101 7.198 7.193 10.654 11.447 12.952 14.042 13.269 14.336 

双剪统一强度准则 5.942 5.835 8.261 8.251 12.285 13.174 14.980 16.212 15.354 16.575 

 

4.2  冻结壁极限承载力分析 

根据 4 种不同的强度准则，计算得到了 2 种冻结

壁的弹性、塑性极限承载力的计算结果，如图 5 所示。

分析表明，在不同的屈服准则下，冻结壁承受的外荷

载存在一定差异。计算结果由小到大依次是 D-P 准则、

M-C 准则、广义 Tresca 准则以及双剪统一强度准则。

其中，基于 M-C 准则和 D-P 准则的计算结果较为接

近，而基于广义 Tresca 准则以及双剪统一强度准则得

出的计算结果依次增大。 
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Fig. 5 Calculation results of elastic and plastic ultimate bearing 

capacity of frozen wall 

由图 5 可知，基于不同的屈服准则，在弹性极限

状态下 （rc=1），均质冻结壁的弹性极限承载力略高于

非均质冻结壁的相应承载力；而在塑性极限状态下

（rc=2.8），均质冻结壁的塑性极限承载力都明显小于

非均质冻结壁的塑性极限承载力。通过计算可以得出，

考虑非均质特性后，冻结壁的弹性极限承载力降低

1.8%，而塑性极限承载力提高 8.1%。 

考虑冻结壁的非均匀特性后，冻结壁的承载力发

生变化的原因如下：弹性极限状态是冻结壁即将进入

塑性的状态，在计算过程中认为冻结壁的内缘刚刚进

入塑性，对应的荷载就是冻结壁的弹性极限承载力，

在考虑冻结壁的非均质特性之后，冻结壁的弹性模量

以及黏聚力在冻结壁内缘处小于均质冻结壁，因此对

应的弹性极限承载力要小于均质冻结壁。而塑性极限

状态表示冻结壁全部区域进入了塑性，此时材料的应

力与应变关系变为非线性，材料开始发生不可逆的塑

性变形。均质冻结壁在整体达到屈服点时，承载力会

迅速下降。相比之下，非均质冻结壁由于不同区域的

屈服极限不同，冻结壁中黏聚力的最高值大于均质冻

结壁，抵御破坏的能力更强，因此非均质冻结壁对应

的塑性极限承载力更大。 

4.3  冻结壁应力分布规律分析 

选取 5 种状态下非均质冻结壁与均质冻结壁的应

力分布比较：弹性极限状态、弹塑性状态 I （塑性区半

径为 1.2）、弹塑性状态 II（塑性区半径为 1.7）、弹塑

性状态 III（塑性区半径为 2.4）、塑性极限状态。 

4.3.1  冻结壁弹性极限状态下应力分布 

根据 4 种不同的强度准则，得到 2 种冻结壁在弹

性极限状态下应力分布曲线如图 6 所示。当相对半径

r＝1 时，均质冻结壁的径向应力与非均质冻结壁的径

向应力之间相差不大，之后随着相对半径的增大，两

者之间的差值逐渐增大，但当 r＞1.4 之后，两者之间



的差值逐渐减小，逐渐趋于稳定，但在冻结壁的外边

缘，非均质冻结壁的径向应力仍然略小于均质冻结壁

的径向应力。而对于环向应力，均质冻结壁的环向应

力随着相对半径 r 的增大而逐渐减小，在冻结壁内壁

面（r＝1）处，径向应力达到峰值。对于非均质冻结

壁，当 1≤r＜1.4 时，随着相对半径 r 的增加，环向应

力也随之增加，其应力曲线呈现近似抛物线增长，当

1.4≤r＜2 时，曲线随相对半径 r 的增大呈线性缓慢上

升，当 r≥2 时，环向应力逐渐下降，此时，非均质冻

结壁的环向应力最大值出现在冻结壁分区线 r＝2 的

位置。
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Fig. 6 Stress distribution curve of frozen wall in elastic limit state 

 

4.3.2  冻结壁弹塑性状态下应力分布 

2种冻结壁在弹塑性状态(I)应力分布曲线如图7所示。

分析结果表明：在两种状态下，冻结壁的径向应力随着相

对半径r的增大而增大，之后两者的数值基本相同并趋于

稳定。而对于均质冻结壁而言，其环向应力表现出显著的

转折点，先是逐渐增加，随后呈现缓慢下降的趋势，且在

弹塑性边界达到应力峰值；对于非均质冻结壁，当1≤r＜

1.2时，环向应力随着相对半径r的增大呈线性急剧增长趋

势，当1.2≤r＜2时，曲线随r的增大呈现线性缓慢上升趋

势，当r≥2时，环向应力逐渐下降。此时，非均质冻结壁

的环向应力最大值出现在冻结壁分区线r＝2的位置。 
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Fig. 7 Stress distribution curve of frozen wall under plastic-elastic state (I) 

2 种冻结壁在弹塑性状态(II)应力分布曲线如图 8 所

示。分析表明，在均质和非均质两种状态下，冻结壁的径

向应力均随着相对半径 r 的增加而上升，但在到达冻结厚

度中部（即 r＝1.9 处）之前，非均质冻结壁的径向应力

略小于均质冻结壁的径向应力，而在该点之后，略大于均

质冻结壁。对于均质冻结壁，其环向应力特征在于存在一

个显著的转折点，表现出先上升，随后逐渐降低的趋势，

且在弹塑性界面达到峰值应力；对于非均质冻结壁，环向

应力整体呈近似梯形分布。当 1≤r＜1.7 时，环向应力随

着相对半径 r 的增大呈线性急剧增长，当 1.7≤r＜2 时，

曲线随 r 的增大呈现线性缓慢上升，当 r≥2 时，环向应

力急剧下降。此时，非均质冻结壁的环向应力最大值出现

在冻结壁分区线 r＝2 的位置。 
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Fig. 8 Stress distribution curve of frozen wall under plastic-elastic state (II) 

2 种冻结壁在弹塑性状态(III)应力分布曲线如图 9 所

示。通过分析可以发现，在两种状态下，随着相对半径 r

的增加，冻结壁的径向应力普遍增大。然而，在到达冻结

壁中部（r＝1.9 处）之前，非均质冻结壁与均质冻结壁的

径向应力差值逐渐减少，该点之后两者之间的差值逐渐

增大。对于均质冻结壁，环向应力曲线展现出显著的拐点，

先是随着相对半径的增加而增加，达到峰值后逐渐呈现

出缓慢下降的趋势，在弹塑性交界区域达到应力峰值；对

于非均质冻结壁，环向应力呈现先上升后下降再下降的

趋势，且第二段（2≤r＜2.4）下降速度比第一段（2.4≤

r＜2.8）下降的更快。此时，非均质冻结壁的环向应力最

大值出现在冻结壁分区线 r＝2 的位置。 
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Fig. 9 Stress distribution curve of frozen wall under plastic-elastic state (III) 

 

4.3.3  冻结壁塑性极限状态下应力分布 

2 种冻结壁在塑性极限状态下应力分布曲线如图 10

所示。在两种状态下，径向应力总体上呈现出随着相对半

径增加而增加的趋势。然而，与均质状态相比，非均质状



态下的径向应力增长更为迅速。均质冻结壁的环向应力

随着相对半径 r 的增大而逐渐增大，在这种情况下，均质

冻结壁的环向应力最大值出现在冻结壁外壁 r＝2.8 处；

而对于非均质冻结壁，环向应力整体呈近似三角形分布。

当 1≤r＜2 时，环向应力随着相对半径 r 的增加而增加，

当 2≤r＜2.8 时，环向应力曲线呈现出近似线性的下降趋

势。非均质冻结壁的环向应力的峰值出现在冻结壁的分

区线，即 r＝2 的位置。 
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Fig. 10 Stress distribution curve of frozen wall in plastic limit state 

4.4  冻结壁塑性区相对半径与承受外荷载之间的

关系 

随着外荷载的增大，冻结壁逐渐由弹性转变为弹

塑性。图 11—图 12 分别展示了冻结壁的塑性区半径

随外荷载变化趋势以及均质与非均质冻结壁的计算误

差。 
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Fig. 11 Relationship between the relative radius of the plastic 

zone of the frozen wall and the external load 
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Fig. 12 Error variation law of calculation results between 

homogeneous and heterogeneous frozen walls 

通过对比可以发现：基于 M-C 准则和 D-P 准则计

算结果较为接近，而基于双剪强度准则计算出的结果

最大。冻结壁的承载力随着塑性区半径的增加而增加，

但增长速率逐渐降低。当塑性半径 1≤rc＜1.2 时，非



均质冻结壁的承载力略小于均质冻结壁的承载力；当

塑性半径 1.2＜rc≤2.8 时，非均质冻结壁的承载力明

显大于均质冻结壁，此时，冻结壁外荷载误差变化曲

线整体呈现先快速上升后轻微下降的趋势，在 rc＝2.4

处 2 种计算结果的差值最大。 

在均质冻结壁的设计理论中，由于未能全面考虑

冻结壁在各区域物理力学性质的差异，会导致对弹塑

性状态下冻结壁承载力的计算值偏小，采用该设计理

论会让冻结壁设计过于保守，从而会导致大量冷量的

浪费，进而会增加后期开挖的难度。相对而言，非均

匀冻结壁计算理论充分考虑了冻土强度随温度及区域

的变化，采用该计算理论得出的计算结果更加接近实

际情况。 

在不同状态的冻结壁应力分布规律中，非均质与

均质冻结壁的环向应力沿相对半径的分布规律存在显

著差异，而径向应力的差别较小，产生该现象的原因

如下：本研究中已假设外荷载沿着径向均匀分布在冻

结壁的外缘，外荷载使冻结壁整体产生向中心收缩的

趋势，径向应力抵御冻结壁的径向收缩，环向应力抵

御冻结壁的环向收缩。均质冻结壁的力学参数（弹性

模量、黏聚力）处处相等，而非均质冻结壁的力学参

数沿着半径方向成三段一次函数变化。在冻结壁内部

半径不同的圆环上，力学参数存在较大差异，导致非

均质冻结壁的环向应力与均质冻结壁相比存在较大差

异。而非均质冻结壁与均质冻结壁的平均温度相等，

冻结壁径向整体强度差别较小，外荷载是作用在冻结

壁外缘，沿着径向传递到冻结壁内部的，因此两种计

算理论得出的径向应力的变化趋势差别较小。 

进一步分析可以发现，对冻结壁的环向应力产生

直接影响的是弹性模量和粘聚力，上述两个力学参数

与冻结温度成近似线性关系，本研究中将冻结壁特征

截面处的温度场等效为三段一次函数形式，在不同区

域温度曲线交界处存在转折点，对应的力学参数也会

发生变化，因此在区域分界线处，冻结壁的环向应力

曲线出现转折点。 

5  结论 

（1）针对“盐水-二氧化碳”多冷媒双排管冻结

壁，选取距离 1/4 管距处冻结壁作为特征截面，将

该特征截面上的温度分布曲线等效成三段一次函

数形式，并将冻结壁视为随温度函数变化的非均质

材料，分别基于 M-C 准则、D-P 准则、广义 Tresca

准则以及双剪统一强度准则，推导得到该类冻结壁

的应力计算公式。 

（2）基于均质冻结壁计算理论，弹性极限状态

的冻结壁环向应力最大值出现在冻结壁内侧，弹塑

性状态的冻结壁的环向应力最大值出现在弹塑性

分界面处，塑性极限状态的冻结壁的环向应力最大

值出现在冻结壁最外侧；而基于非均质冻结壁计算

理论，冻结壁环向应力最大值出现始终出现在冻结

壁分区界线（r＝2）处。 

（3）以 M-C 准则为例，非均质冻结壁与均质

冻结壁的弹性极限荷载计算结果分别为 4.38 MPa

与 4.46 MPa，塑性极限承载力的计算结果分别为

12.17 MPa 与 11.26 MPa。说明考虑冻结壁的非均质

特性后，弹性极限承载力降低，而塑性极限承载力

提高。 

（4）在弹塑性状态下，对应相同塑性区相对半

径，非均质冻结壁具有更高的承载力，且这种现象

随着塑性区相对半径的增大愈发明显。盐水-二氧

化碳多冷媒双排管冻结壁设计时，必须要考虑冻结

壁的非均匀特性，否则会让设计过于保守，进而会

导致大量冷量的浪费。 

（5）本文推导的多冷媒非均质冻结壁弹塑性

应力解析解可适用于两种冷媒联合冻结形成的冻

结壁的力学特性分析，不仅可用于“盐水-二氧化碳”

复合冻结壁，也可用于“盐水-液氮”等复合冻结壁。

本公式应用于其他类型的复合冻结壁时，需调整对

应特征截面的温度数值以及冻土的基本物理力学

参数。 
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符号注释： 

a 为弹性模量随温度变化的一次项系数，MPa；ai

为弹性模量在(I、II、III)区随温度变化的统一一次项系

数，MPa；a1、a2、a3 分别为弹性模量在冻结壁(I)、(II)、

(III)区随温度变化的一次项系数，MPa；A1、A2、A3 为

冻结壁处于弹性状态下在(I)区应力表达式中的待定系

数，MPa。b 为弹性模量随温度变化的常数项系数，

MPa；bi 为弹性模量在(I、II、III)区随温度变化的统一

常数项系数，MPa；b1、b2、b3 分别为弹性模量在冻结

壁(I)、(II)、(III)区随温度变化的常数项系数，MPa；

B1、B2、B3、B4 为冻结壁在弹性区(II)区应力表达式中

的待定系数，MPa。c 为黏聚力，MPa；c(R)为整个冻

结壁区域(I、II、III)随半径变化的黏聚力，MPa；c(r)

为整个冻结壁区域(I、II、III)随相对半径变化的黏聚力，

MPa；c0 为初始黏聚力，MPa；c1(r)、c2(r)、c3(r)分别



为冻结壁在(I)、(II)、(III)区随相对半径变化的黏聚力，

MPa；C1、C2、C3、C4 为弹性区(III)区应力表达式中的

待定系数，MPa。D 为冻结壁在塑性区应力表达式中

的待定系数。E 为弹性模量，MPa；E(R)为整个冻结壁

区域(I、II、III)随半径变化的弹性模量，MPa；E(r)为

整个冻结壁区域(I、II、III)随相对半径变化的弹性模量，

MPa；E0 为初始弹性模量，MPa。F1 为冻结壁(I)区和

(II)区分界处的相互作用力,MPa；F2 为冻结壁(II)区和

(III)区分界处的相互作用力,MPa；FH 为外部荷载，

MPa；Fc 为弹性区与塑性区分界处的相互作用力，MPa。

G1、G2、G3、G4 为冻结壁处于弹塑性状态下在(I)区应

力表达式中的待定系数，MPa。h1 为内排冻结管之间

的管间距,m；h2 为外排冻结管之间的管间距,m。H1、

H2、H3、H4 为冻结壁处于弹塑性状态下在(II)区应力表

达式中的待定系数，MPa。I1、I2、I3、I4 为冻结壁处于

弹塑性状态下在(I)区应力表达式中的待定系数，MPa。

K1、K2、K3 分别为冻结壁在(I)、(II)、(III)塑性区应力

表达式中的待定系数，MPa。l 为黏聚力随温度变化的

一次项系数，MPa；l1、l2、l3 分别为黏聚力在冻结壁

(I)、(II)、(III)区随温度变化的一次项系数，MPa；L 为

内、外侧冻结管之间的排距,m。m 为黏聚力随温度变

化的常数项系数，MPa；m1、m2、m3 分别为黏聚力在

冻结壁(I)、(II)、(III)区随温度变化的常数项系数，MPa。

Mi、Ni 为应力函数通解的待定系数，MPa。P 为冻结

壁在塑性区应力表达式中的待定系数。相对半径 r＝

R/RB 为冻结壁截面内的任意一点，其中，r1＝R1/RB，

r2＝R2/RB，rH＝RH/RB，rc＝Rc/RB；R 为冻结壁截面上

任意一点的半径,m；R0 冻结壁内径,m；RB 为开挖荒

径,m；R1 为内侧冻结管中心至井壁中心的距离,m；R2

为外侧冻结管中心至井壁中心的距离,m；RH 为冻结壁

外径,m；Rc 为冻结壁塑性区半径,m。t 为冻结壁的温

度，℃；t0 为冻土的结冰温度，℃；t1 为距离盐水冻结

温度场主面 1/4 管距处冻结壁的最低温度，℃；t2 为距

离二氧化碳冻结温度场主面 1/4 管距处冻结壁的最低

温度，℃；tn 为冻土开挖后内壁温度，℃。ur
e 为冻结

壁弹性区径向位移；u1
-
为冻结壁 r1 处的内侧位移；u1

+

为冻结壁 r1 处的外侧位移；u2
-
为冻结壁 r2 处的内侧位

移；u2
+
为冻结壁 r2 处的外侧位移。γ 为内摩擦角，（°）；

δ 为内侧冻结管到内侧冻结壁边界的距离，m。εr
e 为冻

结壁弹性区径向应变；εθ
e 为冻结壁弹性区环向应变；

ε1
-为冻结壁 r1 处的内侧应变；ε1

+为冻结壁 r1 处的外侧

应变；ε2
-为冻结壁 r2 处的内侧应变；ε2

+为冻结壁 r2 处

的外侧应变。ζ 为外侧冻结管到外侧冻结壁边界的距

离,m；λ 为屈服强度系数；μ 为泊松比；ξ 为统一强度

准则参数。σr、σθ 分别为冻结壁的径向、环向应力，

MPa；σr
e、σθ

e 分别为冻结壁弹性区的径向、环向应力，

MPa；σr
p、σθ

p 分别为冻结壁塑性区的径向、环向应力，

MPa；σr
e(I)、σr

e(II)、σr
e(III)分别为冻结壁在(I)、(II)、(III)

弹性区的径向应力，MPa；σθ
e(I)、σθ

e(II)、σθ
e(III)分别为冻

结壁在(I)、(II)、(III)弹性区的环向应力，MPa；σθ
i 为

大主应力，MPa；σr
i 为小主应力，MPa；σr

p(I)、σr
p(II)、

σr
p(III)分别为冻结壁在(I)、(II)、(III)塑性区的径向应力，

MPa；σθ
p(I)、σθ

p(II)、σθ
p(III)分别为冻结壁在(I)、(II)、(III)

塑性区的环向应力，MPa。ψ 为应力函数，MPa；ω 为

屈服强度系数。 
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